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On &die ici des sous structures des plan projectifs finis Pg(2, n) od n est impair. Dans ceux-ci les 
(n + I)-arcs induisent une decomposition canonique. 
Soit E l’ensemble des points, D celui des droites, appelons X l’ensemble des points d’un (n + l)-arc. 
On obtient alors une partition de D en considerant F I’ensemble des droites rencontrant X en deux 
points, X’ I’ensemble de celles qui le rencontrent en un point et L=(D\F)\X’. Ce dernier ensemble est 
compose des droites ne rencontrant pas X. De facon similaire l’ensemble des points se partitionne 
alors en X I’ensemble des points contenus dans une seule droite de X’, F’ l’ensemble 
des points qui sont contenus dam deux droites de X’ et L’ celui des points contenus dans aucune 
droite de X’. 
Les structures (X, F) et (X’, F’) sont isomorphes au graphe complet Kn+, 
Lorsque n = 5, (L, F’) et (L’, F) sont deux graphes isomorphes au graphe de Petersen (On trouve 
d’ailleurs aussi le graphe de Petersen comme sous structure de Pg(2, 4)) 
Lorsque n > 5 il est done nature1 de considerer ces structures comme des generalisations du graphe 
de Petersen. Ce sont alors des hypergraphes (n - I )/2-uniformes, (n + 1)/2-reguliers. Dans ce papier 
on donne une methode de description de ces hypergraphes qui apparaissent alors, ainsi que le 
graphe de Petersen, comme un couplage parfait complete par (n- I)/2 n-ensembles d’aretes. Comme 
dans le graphe de Petersen ces n-ensembles d’aretes induisent une partition des sommets en (n- 1);2 
‘couches’ telles que chaque arete du couplage parfait initial a un sommet dans chaque couche. 
Les constructions proposees sont simplement d&rites, et non pro&es. Elles nous paraissent tout 
a fait gtnerales; pour certaines d’entre elles la preuve de cette generalite n’est pas tout a fait 
evidente. 
We study here substructures of finite projective planes Pg(2, n) with n odd. In these planes the 
(n + 1)-arcs induce one canonical decomposition. 
Let E be the set of points, D the one of lines, and X the set of points of an (n + I )-arc. Thus, we have 
a partition of D considering F as the set of lines meeting X in two points, X’ the set of lines meeting 
X in one point and L=(D\F)\X’. This set is composed of lines with no intersection with X. Similarly, 
the set of points is partitioned into X, the set of points contained in one single line of X’, F’ the set of 
points contained in two lines of X’, and L’ the set of points contained in no line of X’. 
The structures (X, F) and (X’, F’) are isomorphic to Kn+, , the complete graph. 
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When n = 5, (L, F’) and (L’,F) are two graphs isomorphic to the Petersen graph (one finds also 
the Petersen graph as a substructure of Pg(2, 4)). 
When n > 5, it is thus natural to consider those structures as generalisations of the Petersen graph. They 
are, thus, (n - 1)/2-uniform, (n + 1)/2-regular hypergraphs. 
In this paper we give a description method of these hypergraphs, which look, like the Petersen graph, as 
a perfect matching completed by (n-1)/2 n-sets of edges. As in the Petersen graph, 
these n-sets of edges induce a partition of the vertices into (n- 1)/2 levels such that each edge of the initial 
perfect matching has one vertex in each level. The proposed constructions are simply described without 
proof. However, they seem to be general; for some of these the proof may not be too easy. 
Introduction 
Le graphe de Petersen apparait ‘naturellement’ comme sous structure du plan 
projectif d’ordre 5 (Fig. 1); et mtme doublement, comme sous structure des points et 
des droites. 
On fera la confusion entre le plan projectif d’ensemble de points E et de droites D, et 
une reprksentation par sa matrice d’incidence P( E, D). 
On rappelle qu’un arc dans un plan projectif fini est un ensemble de points 
rencontrk en au plus deux points par toute droite. D’autre part (cf. Fig. l), points et 
droites sont interchangeables dans un plan projectif fini. Dans la representation d’un 
tel plan par sa matrice d’incidence cet ichange se fait par transposition. On a done des 
arcs de droites. 
Par rkfkrence d la reprksentation on les appelle des ‘arcs (t pour transposition). De 
meme on aura des ‘designs. 
Soit X l’ensemble des points d’un 6-arc, F’ l’ensemble des 15 points, n’appartenant 
pas A X, des 6 tangentes (droites ayant un seul point commun avec X) B ce 6-arc. Soit 
L l’ensemble des 10 droites ne rencontrant pas X. La sous structure (L, 8”) de Pg(2,5) 
est isomorphe au graphe de Petersen: 
X={egE, VdED, ldnXlG2) et /X1=6, 
F’= u {=d\X}, 
IdnXl = 1 
L=(dED, dnX=@}. 
Fig. 1. 
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Soit F l’ensemble de ses 15 s&antes, le couple (X, F) est quant a lui isomorphe au 
graphe complet K,. Le couple (X’, F’) est lui aussi isomorphe a Kg. 
On parlera done des graphes G(X, F), G(X’, F’), G(L, F’), G(L’, F). G(L, F’) et 
G(X’,F’) (resp. G(L’,F) et G(X,F)) ont m&me ensemble d’aretes F’(resp. F). Cette 
identification nous permet de considerer, par exemple, l’intersection avec F’ dune 
droite de F ou L comme un sous ensemble d’aretes de G(X’, F’); de meme celle de F 
avec une droite de X’ ou F comme sous ensemble d’aretes de G(L, F’). I1 en est de 
m&me pour les deux autres graphes. Comme nous l’avons deja remarque ([3] par 
exemple) cette identification, jointe au fait que P( E, D) est la matrice d’incidence d’un 
plan projectif (fini) implique que ces sous ensembles d’aretes sont des couplages de ces 
graphes. En effet ce sous ensemble d’aretes ne peut contenir deux fois le meme sommet 
(du graphe), sommet qui dans le cas de G(X’, F’) est une droite du plan, et deux droites 
du plan ont un seul point en commun. 
On remarquera que les proprietes d’intersection des droites (resp. des points) d’un 
plan projectif impliquent que G(X’, F’) est isomorphe a K,, le graphe complet 
a 6 sommets; de meme G(X, F). 11 est facile de verifier aussi que G(L, F’) et G(L’, F) 
sont isomorphes au graphe de Petersen. 
En consequence un element de L (son intersection avec F’) est un couplage parfait 
de G(X’, F’), de m&me un element de X’ est un couplage parfait de G(L, F’). On a des 
proprietes analogues pour G(X, F) et G(L’, F). 
Comme on le voit sur la representation de PG(2,5) proposee, on effectuera des 
raffinements des partitions des points E et des droites D deja effectuees. Les a&es de 
G(X, F) (K6) seront decomposees en l’ensemble de celles adjacentes a un sommet 
particularise, celles du K, restant seront decomposees en 22-facteurs (ensemble 
d’aretes rencontrant deux fois chacun des sommets), ici des cycles hamiltoniens. 
De meme les sommets de G(L’, F) seront decomposes en 2 sous ensembles. I1 est 
clair que les aretes correspondant au sommet particularise de G(X, F) forment un 
couplage parfait de G(L’, F), c’est ce couplage parfait qui induit la partition de L’. 
On a, bien entendu, des partitions analogues pour G(X, F) et G(L, F’). 
Dans cet article on se sert de ces correspondances pour construire des ‘Hyper- 
graphes de Petersen’ a partir des (n+ I)-arcs d’un plan projectif fini Pg(2,n) avec 
n impair. On ne se contente pas de donner une definition de ces hypergraphes, on 
s’efforce de leur donner une representation qui ‘ressemble’ au graphe de Petersen. 
On commencera par justifier l’existence de ces Hypergraphes, on etudiera ensuite 
quelques proprietes, ce qui nous permettra d’effectuer des constructions. 
A l’exception de l’existence aucune des proprietes n’est demontree. 
Matrice de permutation et K6 (K, plus un sommet), KS est decompose en deux 
cycles. 
Transpose de K6, 2-couplages, et transpose du graphe de Petersen. Le Graphe de 
Petersen est represent& naturellement, par un couplage parfait et deux cycles. Ces 
cycles sont en bijection avec ceux de Kg. 
Petersen et configuration (10,lO). Les lignes (resp. colonnes) de cette configuration 
sont les stables maximaux de cardinal minimum du graphe de Petersen. 
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Existence 
Le thitorime suivant, ttabli en [2] justifie l’existence de ces hypergraphes: 
Lorsqu’un plan projectif Pg(2, k. p + 1 ), de matrice d’incidence P(D, E) contient un 
(k, l;k.(k.p-p+l))-design (F,X), il contient aussi un (k, l;k.(k.p-p+l))‘-design 
(X’,F’). Par permutation des lignes et des points on a: 
(i) P(X’,X) est la matrice unit&, 
(ii) P(X’, F’) est (la matrice d’incidence d’) un design de m&me type que le design 
(de matrice d’incidence) P( X, F), 
(iii) Les lignes (resp. les colonnes) de P(F, F’) sont des (k . p - p) -couplages de (X, F) 
(resp. (X’, F’)), 
(iv) Les lignes de P(L,F’) (resp. les colonnes de P(E,F)) sont compostes 
de (k.p+ l).(p-k+2)(k.p-p+ 1)-couplages de (X,F) (resp. (X’,F’)). De plus les 
lignes de P(F, L’) (resp. les colonnes de P(L, F’) ont p - k + 2 points dans L’ (resp. 
droites dans L). 
La dlmonstration de ce rksultat [2] repose sur les proprittks d’intersection des plans 
projectifs. 
CommenCons par l’interprtter sur l’exemple p&&dent. 
L’ordre du plan est 5 =2.2+ 1. 
Le graphe G(X, F) est un (2, 1; 6)-design. Les (2, 1; n)-designs existent pour tout n 3 2 
et sont uniques, ce sont les graphes complets K,. 
I1 est nature1 d’identifier les blocs d’un design et les a&es d’un graphe ou d’un 
hypergraphe. Un couplage est done un ensemble d’arstes disjointes. 
Remarquons que l’existence de la bijection entre X et X’ induite par P(X’,X) ne 
permet pas A une ligne de P(F, F’) de contenir plus de k. p-p points car ri l’arete de 
G(X,F) correspondant $ cette ligne correspondent par bijection deux sommets de 
G(X’, F’), sommets qui ne peuvent (a cause des propriMs d’intersection) appartenir 
aux arCtes du couplage de G(X’, F’). 
Finalement P( L, F’) apparait comme un graphe cubique (p - k + 2 = 2, k. p-p + 1 = 3), 
de m&me G(L’, 8’). On a d&jA remarqut que les ar&tes de G(L, F’) correspondant au 
sommet particularisit de G(X’, F’) forment un couplage parfait de G(L’,F). On 
remarque que ce graphe est le graphe de Petersen. 
Dans les plans projectifs d’ordre n impair construits A partir du corps fini d’ordre 
II on sait construire les (2,l; n + I)-designs, ils correspondent aux (n + I)-arcs qui eux 
mtmes peuvent &tre construits B partir des coniques irrtductibles [4]. Ces plans 
contiennent done des structures correspondant A (L, F’), ce sont des hypergraphes 
H(L, F’) qui ont n. (n + 1)/2 (hyper) a&es. Ces hypergraphes sont (n - 1)/2-un$&wws 
(les a&es ont le m&me nombre de points), et riguliers de degrC (n + 1)/2. 
Remarque. On pourrait avoir par cette construction des graphes gknkralisant le 
graphe de Petersen. I1 suffit que p - k + 2 = 2, et done p = k, ce que l’on a dans notre cas. 
Cependant les propriMs de rtgulariti: induites sur ces graphes par la structure de plan 
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projectif dont ils sont sous structure ‘pourraient’ en faire des graphes de Moore dont 
les uniques ordres (nombre de sommets) possibles sont 10, 50 et 3250 [l]. 
I1 est assez facile d’appeler Hypergraphes de Petersen des hypergraphes 
gtntralisant le graphe de Petersen. C’est pourquoi on s’est efforce de donner une 
representation graphique de ces hypergraphes (on montrera ici la representation 
correspondant a l’hypergraphe issu de Pg(2,7)) ‘ressemblant’ a celle du graphe de 
Petersen. 
ReprCsentation 
Tout d’abord on a vu que ces hypergraphes etaient construits i partir d’un 
(n + 1 )-arc. 
Nous avons construit cet arc au moyen de la conique y= l/x. 
Nous ne savons pas, en particulier, si une autre conique donnerait un autre 
hypergraphe. 
Nous avons choisi comme point particulier du K,+ 1 correspondant a cet arc le 
point d l’infini de la droite de l’infini. C’est celui que Segre [4] appelle le nucleus. 
Dans ces conditions nous avons remarque que: 
Les rtsidus quadratiques du corps d’ordre n induisent une 2-factorisation du 
K, restant. Cette factorisation induit une factorisation ‘interessante’ de 
l’hypergraphe de Petersen associe. 
Prenons l’exemple de l’hypergraphe associe a Pg(2,7); 7 = 3.2 + 1, c’est un hyper- 
graphe 4-regulier et 3-uniforme. Les 7 aretes correspondant au sommet particularise 
forment un couplage parfait que Ton reprtsente en couronne (Fig. 2) comme dans le 
graphe de Petersen (Fig. 7). Les 7 a&es correspondant a un des facteurs contiennent 
14 des 21 sommets de l’hypergraphe. I1 est assez facile ici de partager ces 14 sommets 
en 2 ensembles de 7 car certains sont rencontres par 2 a&es, d’autres par 1, ce qui 
permet de partitionner les sommets en trois couronnes de 7. En Figs. 3-5 on 
a represent& les trois ensembles d’aretes correspondants. 11 est difficile de rep&enter 
les aretes d’un hypergraphe, m&me 3-uniforme. Celles du couplage, leurs sommets 
etant voisins dans la representation, sont represent&es par un trait (Fig. 2). Les autres 
a&es sont composees d’un trait entre deux sommets d’une m&me couronne plus un 
sommet d’une autre couronne, sommet entoure d’un cercle. Le troisieme sommet 
correspondant a une arete est le sommet oppose a cette a&e. 
Nous avons representi: un hypergraphe de Petersen contenu dans Pg(2,9), Pg(2,ll) 
et Pg(2,13). Dans ce dernier cas c’est un hypergraphe 7-rlgulier et 6-uniforme. 11 faut 
partitionner les 6.13 sommets en 6 ensembles de 13 (dans le graphe de Petersen il 
y a 2 ensembles de 5). Pour ce faire nous avons reuni les a&es des facteurs deux 
A deux; ainsi certains sommets contiennent 0, 1,2,3 ou 4 a&es, en considerant les 
sommets contenant par exemple 4 a&es de la paire de facteurs {A, B} et 4 de la paire 
{A, C} on peut effectuer cette partition... 
378 J.F. Mamas 
Fig. 2. 
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Fig. I. 
Remarquons qu’avant d’avoir fait jouer un r61e particulier aux rksidus quad- 
ratiques, nous faisions l’inventaire des 2-factorisations. Dans Pg(2,7), une seule 
factorisation induit la factorisation de l’hypergraphe de Petersen correspondant (une 
fois choisi le sommet particularisb). 
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Remarquons encore que lorsque l’ordre du plan n’est pas premier (c’est le cas de 9), 
la factorisation ne se fait pas suivant des cycles (de longueur 9) mais des groupes de 
3 cycles de longueur 3!. . . 
Remarquons aussi que les representations des hypergraphes d’ordre plus ClevC ont 
le m&me type de regularite.. . 
Conclusion 
Nous avons prtvenu le lecteur qu’il y aurait dans cet article plus de questions pokes 
que de questions rtsolues. La question du titre est a peine effleurte. Une des difficult& 
reside dans la simple definition d’un hypergraphe de Moore, et plus generalement d’un 
hypergraphe fortement rigulier. 
A partir de l’ordre n = 9 on sait construire des plans projectifs sur autre chose que le 
corps a n elements ( [l] par exemple). Ces plans contiennent-ils des (n + 1)-arcs? Si oui 
il serait interessant de comparer les hypergraphes de Petersen correspondant a un 
m&me ordre. 
La question des automorphismes de ces hypergraphes semble, elle aussi, 
interessante. 
Inversement si l’on savait construire un hypergraphe de Petersen (d’ordre 15 par 
exemple), il serait peut-etre possible de le prolonger en un plan projectif... 
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